
بهینه‌سازی
امقید ن مبانی‌بهینه‌سازی‌
دیان‌مزدوج گرا

محسن‌هوشمند
هدانشکده‌تکنولوژی‌اطلاعات‌و‌علم‌رایان

ه‌زنجاندانشگاه‌تحصیلات‌تکمیلی‌علوم‌پای



گرادیان‌مزدوج

۱۳۳۰هستنز‌و‌استیفل‌‌

۱۳۳۱لنکزوس‌

بهبود‌گرادیان‌نزولی‌با‌جلوگیری‌از‌تکرار‌مراحل

استفاده‌از‌تاریخچهء‌قدم‌قبلی‌جهت‌تسریع‌همگرائی

مشابه‌شدیدترین‌نزول‌به‌جز‌در‌محاسبه‌کردن‌قدم‌ها
𝒙𝑖+1 = 𝒙𝑖 + 𝛼𝑖 −𝛻𝑓 𝑥𝑖 ⟸ گ‌ن

𝒙𝑖+1 = 𝒙𝑖 + 𝛼𝑖 −𝛻𝑓 𝑥𝑖 + 𝛽𝑖𝒑𝑖 ⟸ م‌گ

حرکت‌در‌جهات‌متعامد
جهت‌مزدوج‌با‌مسیر‌قبلی

متعامد‌یا‌مزدوجی‌دو‌بردار‌
𝒑𝑖

𝑇𝑄𝒑𝑗 = 0

جلوگیری‌از‌افزونگی



گرادیان‌مزدوج

۱۳۳۰هستنز‌و‌استیفل‌

۱۳۳۱لنکزوس‌

بهبود‌گرادیان‌نزولی‌با‌جلوگیری‌از‌تکرار‌مراحل

استفاده‌از‌تاریخچهء‌قدم‌قبلی‌جهت‌سریع‌کردن‌همگرائی

مشابه‌شدیدترین‌نزول‌به‌جز‌در‌محاسبة‌کردن‌قدم‌ها
𝒙𝑖+1 = 𝒙𝑖 + 𝛼𝑖 −𝛻𝑓 𝑥𝑖 ⟸ گ‌ن

𝒙𝑖+1 = 𝒙𝑖 + 𝛼𝑖 −𝛻𝑓 𝑥𝑖 + 𝛽𝑖𝒑𝑖 ⟸ م‌گ

حرکت‌در‌جهات‌متعامد
جهت‌مزدوج‌با‌مسیر‌قبلی

متعامد‌یا‌مزدوجی‌دو‌بردار‌
𝒑𝑖

𝑇𝑄𝒑𝑗 = 0

جلوگیری‌از‌افزونگی



ضرب‌داخلی

𝒂, 𝒃 ∈ ℝ𝑛 ⟹ 𝒂. 𝒃 = 𝒂𝑇𝒃 = ෍ 𝑎𝑖𝑏𝑖

𝑓, 𝑔 ⟹ f. g = න
𝑇

𝑓 𝑥 ҧ𝑔 𝒙 𝑑𝑥

𝒙, 𝒚 ∈ ℝ𝑛, 𝑄ماتریس‌مثبت‌معین ⟹

⟹ 𝒙. 𝒚𝑄 = 𝒙𝑇𝑄𝒚



مسیرهای‌مزدوج

تعریف

𝑄بردارهای‌.‌ماتریس‌مثبت‌معین‌است𝒑1,𝒑2, … ,𝒑𝑘با‌شرط‌𝒑𝑖 ∈ ℝ𝑛,𝒑𝑖 ≠ (‌‌Q-مزدوج)Q-متعامد𝟎
هستند‌اگر‌Qنسبت‌به‌

𝒑𝑖
𝑇𝑄𝒑𝑗 = 0, ∀𝑖 ≠ 𝑗

Q=0

Q=I

لم

Qاگر‌.‌مثبت‌معین‌باشد𝒑1,𝒑2, … ,𝒑𝑘متعامد-Qباشند،‌آن‌گاه‌همگی‌مستقل‌خطی‌از‌یکدیگرند‌‌.

اثبات



Q-اهمیت‌مزدوج

هدف

1

2
𝒙𝑇𝑄𝒙 − 𝒃𝑇𝒙

𝑄فرض ∈ ℝ𝑛×𝑛مثبت‌معین

𝑄𝒙:‌پاسخ‌به‌مسئله‌بالا،‌پاسخ‌به‌معادله‌خطی‌روبرو‌نیز‌است = 𝒃,𝒙 ∈ ℝ𝑛

پاسخ‌مسئله∗𝒙فرض‌

𝒑0,𝒑1, … ,𝒑𝑛−1متعامد-Q.

,𝒑0,𝒑1چون‌ … ,𝒑𝑛−1مستقل‌هستند‌
𝒙∗ = 𝛼0𝒑0 + ⋯ + 𝛼𝑛−1𝒑𝑛−1



Q-اهمیت‌مزدوج

𝒙∗ = 𝛼0𝒑0 + ⋯ + 𝛼𝑛−1𝒑𝑛−1

پس
𝒑𝑖

𝑇𝑄𝒙∗ = 𝒑𝑖
𝑇𝑄 𝛼0𝒑0 + ⋯ + 𝛼𝑛−1𝒑𝑛−1 = 𝛼𝑖𝒑𝑖

𝑇𝑄𝒑𝑖

𝛼𝑖 =
𝒑𝑖

𝑇𝑄𝒙∗

𝒑𝑖
𝑇𝑄𝒑𝑖

=
𝒑𝑖

𝑇𝒃

𝒑𝑖
𝑇𝑄𝒑𝑖

𝛼𝑖برای‌یافتن‌∗𝒙عدم‌نیاز‌به‌دانستن‌

متعامد‌بودن‌معیار‌کافی‌نیست
نیاز‌به‌متعامد-Q



Q-اهمیت‌مزدوج

𝒙∗ = 𝛼0𝒑0 + ⋯ + 𝛼𝑛−1𝒑𝑛−1

𝛼𝑖 =
𝒑𝑖

𝑇𝑄𝒙∗

𝒑𝑖
𝑇𝑄𝒑𝑖

=
𝒑𝑖

𝑇𝒃

𝒑𝑖
𝑇𝑄𝒑𝑖

𝒙∗ = ෍

𝑖=0

𝑛−1

𝛼𝑖𝒑𝑖 = ෍

𝑖=0

𝑛−1
𝒑𝑖

𝑇𝒃

𝒑𝑖
𝑇𝑄𝒑𝑖

𝒑𝑖

صرفا‌احتیاج‌به‌ضرب‌داخلی

مرحلهnامکان‌یافتن‌نقطه‌کمینه‌سازی‌با‌استفاده‌از‌روش‌تکرار‌‌مراحل‌و‌عددی‌در‌
در‌مرحله‌i-ام‌مقدار‌‌𝛼𝑖𝒑𝑖افزوده‌می‌شود
تعمیم‌بیشتر‌با‌آغاز‌از‌نقطه‌دلبخواه‌𝒙0



کمینه‌سازی‌توابع‌درجه‌دو

𝑓 𝒙 =
1

2
𝒙𝑇𝑄𝒙 − 𝒃𝑇𝒙

𝒑𝑖فرض‌بر‌داشتن‌‌
𝑛

𝑖 = 1
𝒙فرض‌.مزدوج-Qبرابر‌با‌ = σ𝑖=1

𝑛 𝛼𝑖𝒑𝑖

𝑓 𝑥 =
1

2
𝒙 𝑄

2 − 𝒃𝑇𝒙 = ෍

𝑖=1

𝑛
1

2
𝛼𝑖

2 𝒑𝑖 𝑄
2 − 𝛼𝑖𝒃𝑇𝒑𝑖

𝜙𝑖(𝛼𝑖)

𝑓 𝑥(𝜶) = ෍

𝑖=1

𝑛

𝜙𝑖(𝛼𝑖)

جداپذیر‌بر‌الفا



کمینه‌سازی‌توابع‌درجه‌دو

𝑓 𝒙 =
1

2
𝒙𝑇𝑄𝒙 − 𝒃𝑇𝒙

𝒑𝑖فرض‌بر‌داشتن‌‌
𝑛

𝑖 = 1
𝒙فرض‌.مزدوج-Qبرابر‌با‌ = σ𝑖=1

𝑛 𝛼𝑖𝒑𝑖

𝑓 𝑥 =
1

2
𝒙 𝑄

2 − 𝒃𝑇𝒙 = ෍

𝑖=1

𝑛
1

2
𝛼𝑖

2 𝒑𝑖 𝑄
2 − 𝛼𝑖𝒃𝑇𝒑𝑖

𝜙𝑖(𝛼𝑖)

min
𝜶

𝑓 𝑥(𝜶) = ෍

𝑖=1

𝑛

min
𝛼𝑖

𝜙𝑖(𝛼𝑖)

nبعدی-دنباله‌از‌کمینه‌سازی‌های‌جستجو‌خط‌یک



روش‌جهت‌مزدوج

min
𝜶

𝑓 𝑥(𝜶) = ෍

𝑖=1

𝑛

min
𝛼𝑖

𝜙𝑖(𝛼𝑖)

nبعدی-دنباله‌از‌کمینه‌سازی‌های‌جستجو‌خط‌یک



ادامه-بسط‌خاصیت‌زیرفضا

𝒙 = ෍

𝑘=1

𝑖

𝛼𝑘𝒑𝑘

𝒙 = 𝒙0 + ෍

𝑘=1

𝑖

𝛼𝑘𝒑𝒌

𝐺𝑖 = 𝒙 = 𝒙0 + ෍

𝑘=1

𝑖

𝛼𝑘𝒑𝑘 , ∀𝜶

مرحله‌از‌روش‌مزدوج𝑖پس‌از‌
𝒙𝑖 = argmin

𝒙∈𝐺𝑖

𝑓(𝒙)



ادامه-بسط‌خاصیت‌زیرفضا

𝒙 = 𝒙0 + ෍

𝑘=1

𝑖

𝛼𝑘𝒑𝒌

𝜶 ∈ ℝ𝑖 , 𝑃 = (𝒑1𝒑2 … 𝒑𝑖) ⟹ 𝒙 = 𝒙0 + 𝑃𝜶
𝜶∗ = argmin

𝜶
𝑓(𝒙0 + 𝑃𝜶)

𝒙∗ = 𝒙0 + 𝑃𝜶∗

𝛻𝜶 = 𝑃𝑇𝛻𝒙𝑓(𝒙0 + 𝑃𝜶
𝒙

)

= 𝑃𝑇𝛻𝒙𝑓 𝒙∗ = 𝟎 ⟹ ൞
𝒑1

𝑇𝛻𝒙𝑓 𝒙∗ = 0
⋮

𝒑𝑖
𝑇𝛻𝒙𝑓 𝒙∗ = 0



ادامه-بسط‌خاصیت‌زیرفضا

𝛻𝜶 = 𝑃𝑇𝛻𝒙𝑓(𝒙0 + 𝑃𝜶
𝒙

)

= 𝑃𝑇𝛻𝒙𝑓 𝒙∗ = 𝟎 ⟹ ൞
𝒑1

𝑇𝛻𝒙𝑓 𝒙∗ = 0
⋮

𝒑𝑖
𝑇𝛻𝒙𝑓 𝒙∗ = 0

k=1,…,iو‌𝒑𝑘گرادیان‌جدید‌متعامد‌بر‌تمامی‌جهت‌های‌قبلی‌



کمینه‌سازی‌توابع‌درجه‌دو

min 𝑓 𝒙 =
1

2
𝒙𝑇𝑄𝒙 − 𝒃𝑇𝒙

𝒈∗ = 𝛻𝑓 𝒙∗ = 𝑄𝒙∗ − 𝒃

:آغاز
𝒑0 = −𝒈0 = −𝑄𝒙0 + 𝒃

اُم-iمرحلة‌
𝒙𝑖+1 = 𝒙𝑖 + 𝛼𝑖𝒑𝑖

نیاز‌به‌جستجو‌خط‌کامل

𝒑𝑖+1 = −𝒈𝑖+1 + ෍

𝑘=0

𝑖
𝒈𝑖+1

𝑇𝑄𝒑𝑘

𝒑𝑘
𝑇𝑄𝒑𝒌

𝒑𝑘

𝒑𝑘مربوط‌به‌Q-اشمیت‌برای‌متعامد-استفاده‌از‌گرام
𝑖

𝑘 = 0



روش‌گرام‌اشمیت

{𝒙۱,𝒙۲,𝒙۳, … ,𝑥𝑗}پایه‌ای‌برای‌X
به‌دنبال‌پایه‌‌‌یکه‌متعامد

 𝑋۱ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒙۱ ⟹ 𝒚۱ =
𝒙۱
𝒙۱

 𝑋۲ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒙۱, 𝒙۲ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒚۱, 𝒙۲

 ⟹ 𝒚۲ =
𝒙۲− 𝒙۲.𝒚۱ 𝒚۱
𝒙۲− 𝒙۲.𝒚۱ 𝒚۱

⟹ 𝑋۲ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒚۱, 𝒚۲

 𝑋۳ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒙۱, 𝒙۲, 𝒙۳ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒚۱, 𝒚۲, 𝒙۳

 ⟹ 𝒚۳ =
𝒙۳− 𝒙۳.𝒚۱ 𝒚۱− 𝒙۳.𝒚۲ 𝒚۲
𝒙۳− 𝒙۲.𝒚۱ 𝒚۱− 𝒙۳.𝒚۲ 𝒚۲

⟹ 𝑋۳ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒚۱, 𝒚۲, 𝒚۳

 ⋮

 𝑋𝑖 = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒙۱, 𝒙۲, 𝒙۳, … , 𝒙𝒊 = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒚۱, 𝒚۲, … , 𝒚𝒊−۱, 𝒙𝒊

 ⟹ 𝒚𝒊 =
𝒙𝒊−σ

𝒋=۱
𝒊−۱ 𝒙𝒊.𝒚𝒋 𝒚𝒋

𝒙𝒊−σ
𝒋=۱
𝒊−۱ 𝒙𝒊.𝒚𝒋 𝒚𝒋

⟹ 𝑋𝑖 = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒚۱, 𝒚۲, … , 𝒚𝒊

x۱

x۲
y۲



ادامه-اشمیت-متعامد‌سازی‌گرام

{𝒙۱,𝒙۲, … ,𝒙𝑛}بردارهای‌مستقل‌خطی

متعامد(پایه‌های)ایجاد‌محورهای

𝒚۱ = 𝒙۱

𝒚۲ = 𝒙۲ − (𝒙۲.
𝒚۱
𝒚۱

)
𝒚۱
𝒚۱

= 𝒙۲ −
𝒙۲.𝒚۱
𝒚۱

۲ 𝒚۱ 

⋮

𝒚𝒊 = 𝒙𝒊 − σ𝑗=۱
𝑖−۱ 𝒙𝒊.𝒚𝒋

𝒚𝒋
۲ 𝒚𝒋

x۱

x۲
y۲



کمینه‌سازی‌توابع‌درجه‌دو

𝒑𝑖+1 = −𝒈𝑖+1 + σ𝑗=0
𝑖 𝒈𝑖+1

𝑇𝑄𝒑𝑗

𝒑𝑗
𝑇𝑄𝒑𝑗

𝒑𝑗

۱ساده‌سازی

(الف

𝒑𝑖 =
1

𝛼𝑖
𝒙𝑖+1 − 𝒙𝑖 ⟹ 𝑄𝒑𝑖 =

1

𝛼𝑖
𝑄 𝒙𝑖+1 − 𝒙𝑖 =

1

𝛼𝑖
(𝒈𝑖+1 − 𝒈𝑖)



کمینه‌سازی‌توابع‌درجه‌دو

𝒑𝑖+1 = −𝒈𝑖+1 + σ𝑗=0
𝑖 𝒈𝑖+1

𝑇𝑄𝒑𝑗

𝒑𝑗
𝑇𝑄𝒑𝑗

𝒑𝑗

۱ساده‌سازی

(الف

𝒑𝑖 =
1

𝛼𝑖
𝒙𝑖+1 − 𝒙𝑖 ⟹ 𝑄𝒑𝑖 =

1

𝛼𝑖
𝑄 𝒙𝑖+1 − 𝒙𝑖 =

1

𝛼𝑖
(𝒈𝑖+1 − 𝒈𝑖)

با‌قضیه‌بسط‌زیرفضا(ب

𝒈𝑖+1عمود‌بر‌𝒈0‌،𝒈۱،...، 𝒈𝑖←پس‌آخرین‌بخش‌کافی‌است

𝒑𝑖+1 = −𝒈𝑖+1 +
𝒈𝑖+1

𝑇(𝒈𝑖+1 − 𝒈𝑖)

𝒑𝑖
𝑇(𝒈𝑖+1 − 𝒈𝑖)

𝒑𝑖



کمینه‌سازی‌توابع‌درجه‌دو

𝒑𝑖+1 = −𝒈𝑖+1 +
𝒈𝑖+1

𝑇(𝒈𝑖+1−𝒈𝑖)

𝒑𝑖
𝑇(𝒈𝑖+1−𝒈𝑖)

𝒑𝑖

𝛽𝑖 =
𝒈𝑖+1

𝑇(𝒈𝑖+1−𝒈𝑖)

𝒑𝑖
𝑇(𝒈𝑖+1−𝒈𝑖)

۲ساده‌سازی
𝒑𝑖+1 = −𝒈𝑖+1 + 𝛽𝑖𝒑𝑖

𝒑𝑖پس‌در‌مخرج‌داریم‌𝒈𝑖+1عمود‌بر‌𝒑𝑖(الف
𝑇 𝒈𝑖+1 − 𝒈𝑖 = 𝒑𝑖

𝑇(−𝒈𝑖)

𝒑𝑖همچنین(ب = −𝒈𝑖 + 𝛽𝑖−1𝒑𝑖−1پس‌جایگذاری‌در‌معادله‌ساده‌شده‌مرحله‌قبل
−𝒈𝑖 + 𝛽𝑖−1𝒑𝑖−1

𝑇 −𝒈𝑖 = 𝒈𝑖
𝑇𝒈𝑖

𝛽𝑖−1𝒑𝑖−1عمود‌بر‌𝒈𝑖پس

𝛽𝑖 =
𝒈𝑖+1

𝑇(𝒈𝑖+1 − 𝒈𝑖)

𝒈𝑖
𝑇𝒈𝒊

=
𝒈𝑖+1

𝑇(𝒈𝑖+1 − 𝒈𝒊)

𝒈𝑖 2
2 =

𝒈𝑖+1 2
2

𝒈𝑖 2
2



کمینه‌سازی‌توابع‌درجه‌دو

𝒑𝑖+1 = −𝒈𝑖+1 + 𝛽𝑖𝒑𝑖

سپ

𝛽𝑖 =
𝒈𝑖+1

𝑇(𝒈𝑖+1−𝒈𝑖)

𝒈𝑖 2
ریبریه-روش‌پولاک2

𝛽𝑖 =
𝒈𝑖+1 2

2

𝒈𝑖 2
ریوز-روش‌فلچر2

صورت‌پولاک‌دارای‌عملکرد‌بهتر‌در‌روش‌حل‌عددی‌توابع‌غیردرجه‌دو



الگوریتم‌گرادیان‌مزدوج‌غیرخطی

𝑓: ℝ𝑛 → ℝ
به‌دنبال‌یافتن‌کمینه 

الگوریتم‌گرادیان‌مزدوج
𝒑0و‌𝒙0مقدار‌دهی‌اولیه‌ = −𝒈0 = 𝛻𝑓(𝒙0)

بارnبرای
•𝒙𝑖+1 = 𝒙𝑖 + 𝛼𝑖𝒑𝑖

•𝛼𝑖کمینه‌ساز‌𝑔 𝛼 = 𝑓 𝒙𝑖 + 𝛼𝑖𝒑𝑖

•𝒈𝑖+1 = 𝛻𝑓(𝒙𝑖+1)
•𝒑𝑖+1 = −𝒈𝑖+1 + 𝛽𝑖𝒑𝑖

•𝛽𝑖 =
𝒈𝑖+1

𝑇(𝒈𝑖+1−𝒈𝑖)

𝒈𝑖 2
𝛽𝑖یا2 =

𝒈𝑖+1 2
2

𝒈𝑖 2
2

𝒙0 = 𝒙𝑛و‌تکرار‌تا‌همگرا‌شدن





روش‌مسیرهای‌مزدوج

min 𝑓 𝒙 =
1

2
𝒙𝑇𝑄𝒙 − 𝒃𝑇𝒙 

𝒈∗ = 𝛻𝑓 𝒙∗ = 𝑄𝒙∗ − 𝒃

:آغاز
𝒑0 = −𝒈0 = −𝑄𝒙0 + 𝒃

اُم-iمرحلة‌
𝒙𝑖+1 = 𝒙𝑖 + 𝛼𝑖𝒑𝑖

نیاز‌به‌جستجو‌خط‌کامل

𝒑𝑖+1 = −𝒈𝑖+1 + ෍

𝑗=0

𝑖
𝒈𝑖+1

𝑇𝑄𝒑𝑗

𝒑𝑗
𝑇𝑄𝒑𝑗

𝒑𝑗

𝒑𝑗مربوط‌به‌Q-اشمیت‌برای‌متعامد-استفاده‌از‌گرام
𝑖

𝑗 = 0



الگوریتم‌گرادیان‌مزدوج
𝑓: ℝ𝑛 → ℝ

𝑓 𝒙 =
1

2
𝒙𝑇𝑄𝒙 − 𝒃𝑇𝒙

𝒙∗ = 𝒙0 + 𝛼0𝒑0 + ⋯ + 𝛼𝑛−1𝒑𝑛−1

𝒑𝑖
𝑇𝑄𝒙∗ = 𝒑𝑖

𝑇𝑄𝒙0 + 𝛼𝑖𝒑𝑖
𝑇𝑄𝒑𝑖

𝒑𝑖
𝑇𝑄 𝒙∗ − 𝒙0 = 𝛼𝑖𝒑𝑖

𝑇𝑄𝒑𝑖

𝒙𝑖 = 𝒙0 + 𝛼0𝒑0 + ⋯ + 𝛼𝑖−1𝒑𝑖−1

𝒑𝑖
𝑇𝑄𝒙𝑖 = 𝒑𝑖

𝑇𝑄𝒙0 ⟹ 𝒑𝑖
𝑇𝑄 𝒙𝑖 − 𝒙0 = 0

𝒑𝑖
𝑇𝑄 𝒙∗ − 𝒙0 = 𝒑𝑖

𝑇𝑄 𝒙∗ − 𝒙𝑖 = 𝒑𝑖
𝑇 𝒃 − 𝑄𝒙𝑖 = −𝒑𝑖

𝑇𝒈𝑖

𝒑𝑖
𝑇𝑄 𝒙∗ − 𝒙0 = −𝒑𝑖

𝑇𝒈𝑖

⟹ 𝛼𝑖 = −
𝒑𝑖

𝑇𝒈𝑖

𝒑𝑖
𝑇𝑄𝒑𝑖



روش‌گرادیان‌مزدوج

min 𝑓 𝒙 =
1

2
𝒙𝑇𝑄𝒙 − 𝒃𝑇𝒙 

𝒈∗ = 𝛻𝑓 𝒙∗ = 𝑄𝒙∗ − 𝒃

:آغاز
𝒑0 = −𝒈0 = −𝑄𝒙0 + 𝒃

اُم-iمرحلة‌
𝒙𝑖+1 = 𝒙𝑖 + 𝛼𝑖𝒑𝑖

(یا‌دیگر‌مکاشفه‌‌ها)نیاز‌به‌جستجو‌خط‌کامل‌
𝒑𝑖+1 = −𝒈𝑖+1 + 𝛽𝑖𝒑𝑖



روش‌گرادیان‌مزدوج

𝒑𝑖+1 = −𝒈𝑖+1 + 𝛽𝑖𝒑𝑖

𝒑𝑖
𝑇𝑄𝒑𝑖+1 = 𝒑𝑖

𝑇𝑄(−𝒈𝑖+1 + 𝛽𝑖𝒑𝑖)

0 = −𝒑𝑖
𝑇𝑄𝒈𝑖+1 + 𝛽𝑖𝒑𝑖

𝑇𝑄𝒑𝑖

𝒑𝑖
𝑇𝑄𝒈𝑖+1 = 𝛽𝑖𝒑𝑖

𝑇𝑄𝒑𝑖

𝛽𝑖 =
𝒑𝑖

𝑇𝑄𝒈𝑖+1

𝒑𝑖
𝑇𝑄𝒑𝑖

=
𝒈𝑖+1

𝑇 𝑄𝒑𝑖

𝒑𝑖
𝑇𝑄𝒑𝑖



الگوریتم‌گرادیان‌مزدوج

𝑓: ℝ𝑛 → ℝ

𝑓 𝒙 =
1

2
𝒙𝑇𝑄𝒙 − 𝒃𝑇𝒙

به‌دنبال‌یافتن‌کمینه 

۲الگوریتم‌گرادیان‌مزدوج
𝒈0و‌𝒙0مقدار‌دهی‌اولیه‌ = 𝑄𝒙 − 𝒃و‌‌𝒑0 = −𝒈0

بارnبرای

•𝛼𝑖 = −
𝒈𝑖

𝑇𝒑𝑖

𝒑𝑖
𝑇𝑄𝒑𝑖

•𝒙𝑖+1 = 𝒙𝑖 + 𝛼𝑖𝒑𝑖

•𝒈𝑖+1 = 𝑄𝒙𝑖+1 − 𝒃

•𝛽𝑖 =
𝒈𝑖+1

𝑇𝑄𝒑𝑖

𝒑𝑖
𝑇𝑄𝒑𝑖

•𝑝𝑖+1 = −𝒈𝑖+1 + 𝛽𝑖𝒑𝑖



𝛼𝑖 = −
𝒈𝑖

𝑇𝒑𝑖

𝒑𝑖
𝑇𝑄𝒑𝑖

𝒈𝑖+1 = Q𝒙𝑖+1 − 𝒃

Q𝒙𝑖+1 = Q𝒙𝑖 + 𝒑𝑖
𝑇𝑄𝒑𝑖



مثال
𝑄 =

2 −1
−1 2

, 𝐛 =
1
0

𝒙0 =
0
0

𝒈0 = 𝛻𝑓 𝒙0 = 𝑄𝒙 − 𝒃 = −𝒃 =
−1
0

𝒑0 = −𝒈0=
1
0

𝛼0 = −
𝒈0

𝑇𝒑0

𝒑0
𝑇𝑄𝒑0

= −
−1 0

1
0

1 0
2 −1

−1 2
1
0

=
1

2

𝒙1 = 𝒙0 + 𝛼0𝒑0 =
0
0

+
1

2

1
0

=

1

2

0

𝒈1 = 𝑄𝒙1 − 𝒃 =
2 −1

−1 2

1

2

0
−

1
0

=
0

−
1

2

𝛽0 =
𝒈1

𝑇𝑄𝒑0

𝒑0
𝑇𝑄𝒑0

=
0 −

1

2

2 −1
−1 2

1
0

1 0
2 −1

−1 2
1
0

=
1

4

𝑝1 = −𝒈1 + 𝛽0𝑝0 = − −
0
1

2

+
1

4

1
0

=

1

4
1

2

𝛼1 = −
𝒈1

𝑇𝒑1

𝒑1
𝑇𝑄𝒑1

= −

0 −
1

2

1

4
1

2

1

4

1

2

2 −1
−1 2

1

4
1

2

=
2

3

𝒙2 = 𝒙1 + 𝛼1𝒑1 =
1

2

0
+

2

3

1

4
1

2

=

2

3
1

3

𝒈2 = 𝑄𝒙2 − 𝒃 =
2 −1

−1 2

2

3
1

3

−
1
0

=
0
0



الگوریتم‌گرادیان‌مزدوج‌روش‌کاراتر

𝑓: ℝ𝑛 → ℝ

𝑓 𝒙 =
1

2
𝒙𝑇𝑄𝒙 − 𝒃𝑇𝒙

به‌دنبال‌یافتن‌کمینه 

۳الگوریتم‌گرادیان‌مزدوج
𝒈0و‌𝒙0مقدار‌دهی‌اولیه‌ = 𝑄𝒙 − 𝒃و‌‌𝒑0 = −𝒈0

𝒈𝑖تازمان ≠ 0

•𝛼𝑖 =
𝒈𝑖

𝑇𝒈𝑖

𝒑𝑖
𝑇𝑄𝒑𝑖

•𝒙𝑖+1 = 𝒙𝑖 + 𝛼𝑖𝒑𝑖

•𝒈𝑖+1 = 𝒈𝑖 + 𝛼𝑖𝑄𝒑𝑖

•𝛽𝑖 =
𝒈𝑖+1

𝑇𝒈𝑖+1

𝒈𝑖
𝑇𝒈𝑖

•𝒑𝑖+1 = −𝒈𝑖+1 + 𝛽𝑖𝒑𝑖



۳الگوریتم‌گرادیان‌مزدوج
𝒈0و‌𝒙0مقدار‌دهی‌اولیه‌ = 𝑄𝒙0 − 𝒃و‌‌𝒑0 = −𝒈0

𝒈𝑖تازمان ≠ 0

•𝛼𝑖 =
𝒈𝑖

𝑇𝒈𝑖

𝒑𝑖
𝑇𝑄𝒑𝑖

•𝒙𝑖+1 = 𝒙𝑖 + 𝛼𝑖𝒑𝑖

•𝒈𝑖+1 = 𝒈𝑖 + 𝛼𝑖𝑄𝒑𝑖

•𝛽𝑖 =
𝒈𝑖+1

𝑇𝒈𝑖+1

𝒈𝑖
𝑇𝒈𝑖

•𝒑𝑖+1 = −𝒈𝑖+1 + 𝛽𝑖𝒑𝑖

۲الگوریتم‌گرادیان‌مزدوج
𝒈0و‌𝒙0مقدار‌دهی‌اولیه‌ = 𝑄𝒙0 − 𝒃و‌‌𝒑0 = −𝒈0

بارnبرای

•𝛼𝑖 = −
𝒈𝑖

𝑇𝒑𝑖

𝒑𝑖
𝑇𝑄𝒑𝑖

•𝒙𝑖+1 = 𝒙𝑖 + 𝛼𝑖𝒑𝑖

•𝒈𝑖+1 = 𝑄𝒙𝑖+1 − 𝒃

•𝛽𝑖 =
𝒈𝑖+1

𝑇𝑄𝒑𝑖

𝒑𝑖
𝑇𝑄𝒑𝑖

•𝒑𝑖+1 = −𝒈𝑖+1 + 𝛽𝑖𝒑𝑖



مثال
𝑄 =

2 −1
−1 2

, 𝐛 =
1
0

𝒙0 =
0
0

𝒈0 = 𝛻𝑓 𝒙0 = 𝑄𝒙 − 𝒃 = −𝒃 =
−1
0

𝒑0 = −𝒈0 =
1
0

𝛼0 =
𝒈0

𝑇𝒈0

𝒑0
𝑇𝑄𝒑0

=
−1 0

−1
0

1 0
2 −1

−1 2
1
0

=
1

2

𝒙1 = 𝒙0 + 𝛼0𝒑0 =
0
0

+
1

2

1
0

=

1

2

0

𝒈1 = 𝒈0 + 𝛼0𝑄𝒑0 =
−1
0

+
1

2

2 −1
−1 2

1
0

=
0

−
1

2

𝛽0 =
𝒈1

𝑇𝒈1

𝒈0
𝑇𝒈0

=
0 −

1

2

0

−
1

2

−1 0
−1
0

=
1

4

𝑝1 = −𝒈1 + 𝛽0𝑝0 =
0
1

2

+
1

4

1
0

=

1

4
1

2

𝛼1 =
𝒈1

𝑇𝒈1

𝒑1
𝑇𝑄𝒑1

=
2

3

𝒙2 = 𝒙1 + 𝛼1𝒑1 =
1

2

0
+

2

3

1

4
1

2

=

2

3
1

3

𝒈2 =
0
0



جتندترین‌نزول‌در‌برابر‌گرادیان‌مزدو-مثال



گرادیان‌مزدوج

جهت‌شدیدترین‌نزول«‌تصحیح»
𝒑𝑖 = −𝛻𝑓(𝑥𝑖) + 𝛽𝑖𝒑𝑖−1

𝑝𝑖و‌𝑝𝑖−1جهت‌مزدوج‌کردن‌𝛽𝑖محاسبة‌
اجازة‌استفاده‌از‌جهت‌قبلی 

مزایا
کاراتر‌از‌گردایان‌کاهشی
پیاده‌سازی‌ساده‌به‌همان‌میزان
صرفا‌اطلاع‌مرتبة‌اول
حافظة‌کم
قابل‌استفاده‌جهت‌توابع‌غیرخطی

معایب
سرعت‌همگرایی‌متوسط
حساس‌به‌مقیاس‌گذاری



سرعت‌همگرائی‌گرادیان‌مزدوج

𝒙𝑖+1 − 𝒙∗
𝑄
2 ≤

𝜆𝑛−𝑖 − 𝜆1

𝜆𝑛−𝑖 + 𝜆1

2

𝒙0 − 𝒙∗
𝑄
2

𝒙𝑖+1 − 𝒙∗
𝑄 ≈ 𝜖 𝒙0 − 𝒙∗

𝑄

𝒙𝑖 − 𝒙∗
𝑄 ≤ 2

𝜅(𝑄) − 1

𝜅(𝑄) + 1

2

𝒙0 − 𝒙∗
𝑄

0 ≤ 𝜆1 ≤ 𝜆2 ≤ ⋯ ≤ 𝜆𝑛

•𝜅 𝑄 = 𝑄 𝑄−۱

•𝜅 𝑄خوش‌وضعیتی»:کوچک»
•𝜅 𝑄بدوضعیتی:بزرگ»!



سرعت‌همگرائی‌گرادیان‌مزدوج

𝒙𝑖+1 − 𝒙∗ ≤
𝜆𝑛 − 𝜆1

𝜆𝑛 + 𝜆1

𝒙𝑖 − 𝒙∗

𝜆1بر‌𝜆𝑛در‌صورت‌غلبة‌

𝜆𝑛 − 𝜆1

𝜆𝑛 + 𝜆1

= 1 − 2
𝜆1

𝜆𝑛
= 1 −

2

𝜅(𝑄)

تابع‌درجه‌دو‌
بیضی‌های‌متحد‌المرکز

بزرگتر𝜅(𝑄)هر‌چه‌
بیضی‌کشیده‌تر
کاهش‌همگرائی



پیش‌شرطی

𝑓 𝒙 =
1

2
𝒙𝑇𝑄𝒙 − 𝒃𝑇𝒙

تغییر‌متغیرها
فرض‌𝑆معکوس‌پذیر‌و‌𝒚 = 𝑆𝒙

جایگذاری‌در‌تابع‌هدف

𝜙 𝒚 =
1

2
𝒚𝑇 𝑆−𝑇𝑄𝑆−1 𝒚 − (𝑆−𝑇𝒃)𝑇𝒚

𝑆−𝑇𝑄𝑆−1 𝒚 = (𝑆−𝑇𝒃)𝑇

𝑆−𝑇𝑄𝑆−1وابسته‌به‌مقدارویژه‌های‌ماتریس‌𝑄سرعت‌همگرائی‌به‌جای‌

پس‌به‌دنبال‌𝑆-ی‌که‌مقدار‌ویژه‌های‌مناسبتر‌جهت‌همگرائی
تبدیل‌به‌ماتریسی‌با‌عدد‌شرط‌کمتر



الگوریتم‌گرادیان‌مزدوج‌پیش‌شرطی

𝑓: ℝ𝑛 → ℝ

𝑓 𝒙 =
1

2
𝒙𝑇𝑄𝒙 − 𝒃𝑇𝒙

به‌دنبال‌یافتن‌کمینه 

𝑀 = 𝑆𝑇𝑆

الگوریتم‌گرادیان‌مزدوج‌پیش‌شرطی
Mپیش‌شرط‌ساز‌و‌

𝒈0و‌𝒙0مقدار‌دهی‌اولیه‌ = 𝑄𝒙0 − 𝒃
𝑀𝒚0حل = 𝒈0

𝒑0قرار‌دادن = −𝒚0

𝒈𝑖تازمان ≠ 0

•𝛼𝑖 =
𝒈𝑖

𝑇𝒚𝑖

𝒑𝑖
𝑇𝑄𝒑𝑖

•𝒙𝑖+1 = 𝒙𝑖 + 𝛼𝑖𝒑𝑖

•𝒈𝑖+1 = 𝒈𝑖 + 𝛼𝑖𝑄𝒑𝑖
𝑀𝒚𝒊+1حل• = 𝒈𝑖+1

•𝛽𝑖 =
𝒈𝑖+1

𝑇𝒚𝑖+1

𝒈𝑖
𝑇𝒚𝑖

•𝑝𝑖+1 = −𝒚𝑖+1 + 𝛽𝑖𝑝𝑖



پیش‌شرطی

xوش‌مستقیم‌بروزکردن‌ر

𝑊 = 𝑆𝑇𝑆

𝒑0 = 𝑊𝒈0

𝒙𝑖+1 = 𝒙𝑖 + 𝛼𝑖𝒑𝒊

𝒑𝒊+1 = 𝑊𝒈𝑖+1 + 𝛽𝑖𝒑𝒊

𝛽𝑖 =
𝒈𝑖+1

𝑇 𝑊𝒈𝒊+1

𝒈𝑖
𝑇𝑊𝒈𝒊
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W. Hager, H. Zhang, “A Survey Of Nonlinear Conjugate Gradient Methods,” Pac. J. Optim. 2, No. 1, 35-58, 2006.

“Conjugate Gradient,” https://bookdown.org/rdpeng/advstatcomp/conjugate-gradient.html

  M. Zibulevsky, “Method of Conjugate Gradients,” https://www.youtube.com/watch?v=hZVK_PGE0_I

“Proving the Vector Projection Formula,” https://www.youtube.com/watch?v=MdfArHlKWZc

“Orthogonal Projections,” http://mathonline.wikidot.com/orthogonal-projections
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